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Re´sume´ :
Les e´coulements de gaz dans des micro ou nano conduites mettent en jeu des effets de rare´faction et de
compressibilite´. Diffe´rents re´gimes d’e´coulement (hydrodynamique, de glissement ou transitionnel) sont
alors susceptibles de cohabiter et il est ne´cessaire d’utiliser une approche et des me´thodes nume´riques
adapte´es. Les solutions obtenues par une me´thode de re´solution de l’e´quation de Boltzmann-BGK sont
compare´es aux solutions des e´quations de Navier-Stokes compressibles avec conditions aux bords de
glissement.
Abstract :
Gas flows in micro or nano channels induce rarefaction and compressibility effects. Several flow re-
gimes (hydrodynamic, slip or transitionnal) may coexist and proper model and numerical methods must
be used. In this work, solutions of compressible Navier-Stokes equations with second-order slip boun-
dary conditions formulation are comprared with numerical solution of the Boltzmann-BGK equation
designed for micro flows.
Mots clefs : Gaz rare´fie´ ; Me´thode cine´tique ; Navier-Stokes avec Glissement
1 Introduction
Depuis quelques de´cennies, en raison de leur grand potentiel applicatif dans le cadre des MEMS,
l’e´tude des e´coulements de gaz confine´s en micro et nano structures ont suscite´ un inte´reˆt croissant.
D’un point de vue macroscopique, l’ajout de conditions aux limites de glissement aux e´quations de
Navier-Stokes permet d’e´largir leur gamme de validite´ a` des nombres de Knudsen Kn proches de
l’unite´ [5]. Dans la suite, les solutions analytiques des e´quations de Navier-Stokes sont compare´es
aux solutions nume´riques de l’e´quations de Boltzmann-BGK, the´oriquement valides dans le re´gime
transitionnel.
2 Mode´lisations
2.1 Description continue : Navier-Stokes avec glissement
Un gaz parfait est place´ dans une conduite de longueur L, grande devant sa hauteur H, et on de´finit
 = H/L  1. Le gaz est soumis a` une diffe´rence de pression ∆p˜ = p˜in − p˜out 1, ∆p˜ pouvant eˆtre
important de sorte que les effets de compressibilite´ ne soient pas ne´gligeables. L’e´coulement sera
ne´anmoins suppose´ isotherme et en conse´quence, le refroidissement du gaz duˆ a` la de´tente le long
1. Les ˜ de´notent les grandeurs dimensionnelles
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de la conduite sera ne´glige´. La masse volumique et la pression sont lie´es par la loi des gaz parfaits :
p˜ = ρ˜RT˜ , ou` R est la constante spe´cifique du gaz et T˜ sa tempe´rature.
Pour des e´coulements rampants, soit pour des nombres de Reynolds et de Mach petits, il a e´te´ montre´
graˆce a` un de´veloppement perturbatif des variables selon le petit parame`tre  = H/L (Arkilic et al. [2],
Graur et al. [6]) que les e´quations de Navier-Stokes stationnaires compressibles pouvaient en premie`re
approximation se ramener a` :
∂2yu = ∂xp, ∂yp = 0 (1)
ou` u et p repre´sentent les champs de vitesse axiale et de pression respectivement normalise´s par la
vitesse de´bitante u˜ et la pression p˜out exprime´es en sortie de canal. Les coordonne´es x˜ et y˜ sont
normalise´es par la longueur L et la hauteur du canal H. Ces e´quations sont similaires au cas d’un
e´coulement e´tabli (Poiseuille plan). La pression est une constante de y : p = p(x) mais la vitesse axiale
u de´pend de la coordonne´e axiale u = u(x, y).
Des conditions aux limites doivent eˆtre prescrites aux frontie`res (en y˜ = ±H/2). Pour des parois
totalement accommodantes, la the´orie de Maxwell donne :
u(x, y = ±1/2) = ∓C1Kn(x) ∂yu(x, y = ±1/2)− C2Kn2(x) ∂2yu(x, y = ±1/2), (2)
ou` C1 et C2 sont des constantes d’ajustement dont les valeurs sont obtenues par des mesures, des
mode`les nume´riques, ou par la the´orie. Elles de´pendent a priori de la ge´ome´trie. Pour des e´coulements
ou` les effets de compressibilite´ sont ne´gligeables, les valeurs C1 = 1 et C2 = 0.13 donnent de
bons re´sultats pour des nombres de Knudsen mode´re´s (Kn . 5) (confrontations avec les travaux
expe´rimentaux d’Ewart et al. [5]). Ces valeurs seront retenues dans la suite. La composante normale
de la vitesse est nulle aux parois. En entre´e et sortie de la conduite, les pressions suivantes sont
impose´es :
p(x = 0, y) = pin et p(x = 1, y) = pout < pin. (3)
Avec les conditions aux limites de glissement au second ordre (2), l’expression de la vitesse axiale
u(x, y) s’obtient :
u(x, y) = −1
2
∂p(x)
∂x
(
1
4
− y2 + C1Kn(x) + 2C2Kn2(x)
)
, avec Kn(x) =
kBT˜
H
√
2piσ2p˜(x)
. (4)
La vitesse de´bitante selon la direction x est :
u(x) = −1
2
∂p(x)
∂x
(
1
6
+ C1Kn(x) + 2C2Kn
2(x)
)
. (5)
En utilisant l’expression de la vitesse de´bitante dans l’e´quation de conservation de la masse, on obtient
l’e´quation suivante pour le champ de pression :
∂
∂x
[(
p(x)
6
+ C1η +
2C2η
2
p(x)
)
∂p(x)
∂x
]
= 0, ou` η = Kn(x) p(x) = Cte. (6)
Nous allons maintenant chercher a` de´terminer p(x), solution de (6), pour x ∈ [0, 1] avec les condi-
tions aux limites (3). Pour cela, nous allons utiliser la transforme´e de Kirchhoff dont le but est de
rendre line´aire l’e´quation (6). On remarque que cette dernie`re est de la forme ∂x [K(p)∂xp] = 0, que
l’on appelle un pseudo-laplacien. Nous cherchons a construire une nouvelle variable ψ(p), afin que
l’e´quation (6) soit line´aire. En calculant le gradient de ψ, on trouve ∂xψ(p) = ∂pψ(p) × ∂xp(x). Par
identification avec l’e´quation ∂x [K(p)∂xp] = 0, il est clair que nous devons choisir ψ(p) telle que
∂pψ(p) = K(p), soit ψ(p) =
∫ p
pref
K(s) ds, (7)
2
21e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Bordeaux, 26 au 30 aouˆt 2013
ou` pref est une re´fe´rence arbitraire. On choisira pref = pin. Sous ce changement de variable, les
solutions de ψ sont de la forme ψ = Ax+B ou` A et B sont des constantes d’inte´gration a` de´terminer.
D’autre part, les solutions de la forme inte´grale de l’e´quation (7) sont
ψ(x) =
∫ p
pin
(
s
6
+ C1η +
2C2η
2
s
)
ds, (8)
ce qui permet d’e´crire
Ax+B =
p2(x)− p2in
12
+ C1η [p(x)− pin] + ln (p(x)/pin) . (9)
En introduisant les conditions aux limites (3), nous obtenons l’expression des constantes d’inte´gration.
On a B = 0 et
A =
p2out − p2in
12
− C1η∆p+ 2C2η2 ln ξ−1, avec ∆p = pin − pout et ξ = pin/pout. (10)
Ce qui permet d’e´crire l’e´quation suivante pour le champ de pression :
p2(x)− p2in
12
+ C1η [p(x)− pin] + 2C2η2 ln
(
p(x)
pin
)
= x
(
p2out − p2in
12
− C1η∆p+ 2C2η2 ln ξ−1
)
. (11)
La solution p(x) est obtenue nume´riquement. L’utilisation de la transforme´e de Krishhoff permet
e´galement d’exprimer ∂xp(x), que l’on retrouve dans les expressions des vitesses locale et de´bitante.
Nous avons de´finit ψ telle que ∂xψ = ∂pψ × ∂xp. Dans le cas ou` p 6= 0, nous pouvons e´crire ∂xp =
∂xψ/∂pψ. Avec ∂xψ = A et ∂pψ = K(p), on obtient le gradient de pression
∂p(x)
∂x
=
p2out−p2in
12 − C1η∆p+ 2C2η2 ln ξ−1
p(x)
6 + C1η +
2C2η2
p(x)
, (12)
ce qui nous me`ne aux expressions des vitesses axiale et de´bitante en fonction de p(x), qui est connu
nume´riquement. On peut noter que la line´arisation du terme logarithmique [Eq. (11)] permet d’obtenir
une solution comple`tement analytique au de´triment d’une conservation exacte du de´bit massique.
2.2 Description cine´tique : l’e´quation de Boltzmann-BGK
L’e´quation de Boltzmann, sans force exte´rieure et munie de l’ope´rateur de collision BGK [3], est donne´e
par :
∂tf + c ·∇x f = −τ−1 (f − feq) , (13)
ou` c est la vitesse particulaire et feq la fonction d’e´quilibre de Maxwell-Boltzmann vers laquelle
les collisions font relaxer la fonction de distribution f . Le parame`tre τ est le temps caracte´ristique
de la relaxation du syste`me vers l’e´quilibre. Il est relie´ aux coefficients de transport du gaz par le
de´veloppement de Chapman-Enskog ; on a notamment pour la viscosite´ cine´matique du gaz l’expression
ν = θτ et pour sa conductivite´ thermique κ = θτ , ou` θ = kBT/m, avec T la tempe´rature locale, kB la
constante de Boltzmann et m la masse mole´culaire. On remarquera que ce mode`le impose un nombre
de Prandtl unitaire. Pour un gaz mode´lise´ par des sphe`res dures, τ est inversement proportionnel a` la
masse volumique locale ρ du gaz. Donc, si τ0 est le temps de relaxation associe´ a` la masse volumique de
re´fe´rence ρ0, alors, le temps de relaxation local sera donne´ par τ = τ0
ρ0
ρ . Dans le cas d’un e´coulement
confine´ entre deux plaques paralle`les espace´es d’une distance H, les sche´mas de´veloppe´s ici de´finissent
le nombre de Knudsen associe´ au temps de relaxation de re´fe´rence τ0 comme Kn0 =
√
2.5 θ0 τ0/H avec
θ0 = kBT0/m, ou` T0 est une tempe´rature de re´fe´rence. Le nombre de Knudsen local, a` la densite´ ρ,
est alors de´fini tel que Kn = Kn0 (ρ0/ρ).
Comme mentionne´, la fonction de distribution d’e´quilibre feq est donne´e par la distribution de
Maxwell-Boltzmann. En dimension D, elle s’e´crit :
feq(x, c, t) =
ρ
(2piθ)D/2
exp
(
−(c− u)
2
2θ
)
, (14)
3
21e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Bordeaux, 26 au 30 aouˆt 2013
ou` ρ, u et θ, s’obtiennent par l’interme´diaire du calcul des trois premiers moments de f (moments de
f conserve´s lors des collisions) :
ρ =
∫
fdc, ρu =
∫
cfdc, ρDθ + ρu2 =
∫
c2fdc. (15)
La me´thode nume´rique de re´solution utilise´e ici repose sur une projection de la fonction de distri-
bution d’e´quilibre feq sur la base des polynoˆmes d’Hermite. Les quadratures de Gauss-Hermite sont
employe´es pour le calcul des diffe´rents moments de f (forme discre`te de l’e´quation (15)). Cette me´thode
de discre´tisation de l’e´quation BGK, initialement propose´e par Shan et al. [9] de fac¸on formelle, permet
d’engendrer un grand nombre de sche´mas nume´riques d’ordres diffe´rents (de quadrature et de pro-
jection de feq). Dans cette e´tude, nous proposons d’utiliser une discre´tisation particulie`re introduite
par De Izarra et al. [8, 7]. Elle est base´e sur une projection a` l’ordre 2 de la distribution d’e´quilibre
et sur une quadrature de Gauss-Hermite spe´ciale note´e H4|5. Nous choisissons cette quadrature parti-
culie`re, car elle s’est montre´e eˆtre capable de rendre compte correctement d’e´coulements sur une large
gamme de nombres de Knudsen (typiquement 0.001 < Kn < 5), pour un couˆt de calcul abordable.
Cette quadrature particulie`re s’est montre´e capable de rendre compte correctement d’e´coulements
de gaz entre deux plaques paralle`les pour une large gamme de nombres de Knudsen (typiquement
0.001 < Kn < 5), et pour un couˆt de calcul abordable [8]. Elle appartient aux quadratures dites
composite Hn|n+1, forme´es par combinaison de deux quadratures standards de degre´s n et n + 1.
L’introduction de quadratures de Gauss-Hermite d’ordres e´leve´s n’introduit pas de diffe´rences fonda-
mentales par rapport aux sche´mas standards de type Boltzmann sur re´seau (LBM), que l’on retrouve
pour n = 3. Ne´anmoins, pour n ≥ 4, les racines des polynoˆmes d’Hermite sont dans des rapports
irrationnels et l’espace des vitesses engendre´es n’e´pouse plus un maillage re´gulier de l’espace des confi-
gurations. Il devient alors ne´cessaire d’employer un sche´ma de transport plus sophistique´ que le simple
transport par recopie (type automate cellulaire) des LBM. Divers sche´mas ont e´te´ teste´s et il a e´te´
montre´ empiriquement qu’il e´tait ne´cessaire d’utiliser un sche´ma de type TVD, avec un limiteur de
flux de type Koren, pour que les sche´mas soient stables et pre´cis du re´gime hydrodynamique jusqu’au
re´gime transitionnel [7].
En pratique, les donne´es utiles a` la construction du sche´ma base´ sur la quadrature de Gauss-Hermite
composite Hn|n+1 sont, l’ensemble des vitesses particulaires discre`tes ci=1,...,q, ainsi que l’ensemble des
poids ωi=1,...,q de la quadrature associe´s a` chacune de ces vitesses, avec q = n
D+(n+1)D en dimension
D. Les vitesses (nœuds) de cette quadrature s’obtiennent par permutations de D copies de l’ensemble
des racines des polynoˆmes Hn et Hn+1, normalise´es par la racine de Hn+1 de plus grande valeur :
c
Hn|n+1
i=1,...,q =
{
permD
(
cHnj=1,...,nD/c
Hn+1
max
)
; permD
(
c
Hn+1
k=1,...,(n+1)D/c
Hn+1
max
)}
. (16)
Les poids associe´s, sont quant a` eux, donne´s par le produit des poids ωHni = n![nHn(cHni )]−2, associe´s
aux racines contenues dans chacune des q permutations :
ω
Hn|n+1
i=1,...,q =
{
αn prod
D
(
ωHnj=1,...,nD
(
cHnj=1,...,nD
))
;αn+1 prod
D
(
ω
Hn+1
k=1,...,(n+1)D
(
c
Hn+1
k=1,...,(n+1)D
))}
. (17)
Les poids de chacune des quadratures compose´es sont ponde´re´s par αn et αn+1, de telle sorte que leur
somme sur toutes les vitesses soit unitaire. La ponde´ration choisie ici est (αn, αn+1) = (1/2, 1/2), mais
d’autres choix sont possibles. Une repre´sentation du syste`me de vitesses associe´ a` la quadrature H4|5
en deux dimensions est donne´e figure 1(a) ; il comporte 41 vitesses, dont la vitesse nulle.
Enfin, pour une projection a` l’ordre 2, la fonction de distribution d’e´quilibre discre`te s’e´crit
feqi = ωi ρ
(
1 +
u · ci
θ0
+
(u · ci)2
2 θ20
+
(θ − θ0)
2
(
c2i
θ20
− D
θ0
)
− u
2
2 θ0
)
, (18)
ou` les moments conserve´s sont lie´s a` la fonction de distribution discre`te fi par :
ρ =
q∑
i=1
fi, u =
1
ρ
q∑
i=1
ci fi, θ =
1
Dρ
q∑
i=1
(ci − u)2 fi. (19)
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Les interactions gaz-parois sont mode´lise´es par des conditions aux bords cine´tiques [1]. Les parois
solides sont totalement accommodantes, thermostate´es a` θ0 et de vitesse nulle. En entre´e et sortie du
canal, les pressions constantes pin et pout sont impose´es (a` tempe´rature constante θ0) pendant l’e´tape de
collision, la difficulte´ e´tant de re´percuter les conditions macroscopiques sur les fonctions de distribution.
La strate´gie adopte´e est la suivante : apre`s avoir impose´ les masses volumiques ρin,out = pin,out/θ0,
la vitesse macroscopique u est extrapole´e depuis le fluide tout en imposant une de´rive´e nulle dans la
direction normale aux frontie`res. L’e´quilibre est ensuite impose´, i.e. fin,out ≡ feqin,out(ρin,out,uin,out, θ0)
puis la partie hors e´quilibre (f − feq), “de´truite” lors de l’e´tape pre´ce´dente, est re´-introduite par une
extrapolation depuis le fluide.
3 Re´sultats et discussion
Avec la description choisie, les parame`tres du proble`me sont le nombre de Knudsen en sortie du canal
Knout et le rapport des pression pin/pout. Le rapport H/L est tel que  = 0.06  1. Un maillage
re´gulier uniforme compose´ de 500× 30 mailles est utilise´. Les grandeurs observe´es sont la re´partition
de pression p(x) le long du canal ainsi que la vitesse axiale a` mi-hauteur u(x, y = 0).
L’observation globale des re´sultats montrent que les deux approches donnent des re´sultats tre`s simi-
laires. Que ce soit pour la pression [Fig. 1(b)] ou la vitesse axiale [Fig. 2(a)], l’e´cart relatif entre les
deux solutions n’exce`de pas 3% en norme L1.
Les effets de compressibilite´ et de rare´faction s’observent pour des diffe´rences de pression et des
nombres de Knudsen importants. A` pin/pout impose´, par exemple pin/pout = 3, la solution s’e´loigne
du profil de pression incompressible avec l’augmentation de Kn. Pour Knout = 5, on retrouve une
re´partition de pression sous-line´aire de´ja` observe´e par Dongari et al. [4] pour Kn & 0.16. Avec le
mode`le continu, ce comportement n’est observable qu’avec des conditions aux bords de glissement
du second ordre. On peut noter que seul le coefficient d’accommodation tangentiel est ne´cessaire a`
l’approche cine´tique.
La diffe´rence la plus notable porte sur le champ de tempe´rature [Fig. 2(b)]. La de´tente du gaz, qui
est intrinse`quement mode´lise´e par l’e´quation de Boltzmann-BGK, s’observe en sortie de canal par un
refroidissement. L’amplitude de ce refroidissement augmente avec le rapport pin/pout.
Ces observations illustrent que le mode`le continu est applicable jusqu’a` des Kn ∼ 5. On montre donc
par cette confrontation que cette limite est sous estime´e pour le proble`me traite´ ici. Ne´anmoins, il n’est
pas dit que ce re´sultat soit transposable a` tous les proble`mes, par exemple pour une autre ge´ome´trie.
H4 ∈ H4|5
H5 ∈ H4|5
c i
y
/c
H
5
m
a
x
ci x/c
H5
max
H4 ∈ H4|5
H5 ∈ H4|5
c i
y
/c
H
5
m
a
x
ci x/c
H5
max
(a)
Knout = 5
Knout = 1
Glissement au second ordre (C1 = 1.0, C2 = 0.13)
Boltzmann-BGK (H4|5)
Profil lineaire
Non-glissement
1
2
3
4
5
6
7
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p
(x
)/
p
o
u
t
[-
]
x [-]
(b)
Figure 1 – (a) Vitesses discre`tes induites par la quadrature composite H4|5. (b) Profils de pression
normalise´s entre l’entre´e et la sortie du canal pour Knout = 1 et 5 et pin/pout = 3, 5 et 7.
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pin/pout = 3
pin/pout = 5
pin/pout = 7
Boltzmann-BGK (H4|5)
Continu – Solution de eq. (5)
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1
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0.8
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u
(x
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0
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u
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=
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]
(a) Knout = 1
0 1
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+1/2
0
-1/2
y
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]
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0.99
0.995
1
θ
/
θ
0
(b) Knout = 1 et pin/pout = 7
Figure 2 – (a) Vitesse selon x au centre du canal normalise´e par la vitesse maximale pour diffe´rents
rapports de pression. (b) Champ de tempe´rature normalise´e obtenu par le mode`le BGK H4|5
4 Conclusion
Deux me´thodes de mode´lisation de l’e´coulement d’un gaz a` travers un long canal rectiligne sous une
forte diffe´rence de pression ont e´te´ compare´es. La premie`re, analytique, se base sur les e´quations de
Navier-Stokes compressibles associe´es a` l’emploi de conditions aux bords de glissement du second
ordre. La seconde, nume´rique, re´sout l’e´quation de Boltzmann-BGK. Pour les configurations teste´es,
les re´sultats obtenus par ces deux me´thodes pour les champs de pression et de vitesse axiale sont en
tre`s bon accord. Dans le cadre d’e´coulements rampants (petits nombres de Reynolds et de Mach), la
description continue isotherme semble correcte jusqu’a` des nombres de Knudsen Knout . 5. On observe
ne´anmoins que pour de grands rapports de pressions pin/pout, les champs de tempe´ratures obtenus
par re´solution de l’e´quation de Boltzmann-BGK ne sont pas uniformes. Une de´tente est observe´e et la
tempe´rature peut varier de quelques pourcent par rapport a` la tempe´rature de re´fe´rence. L’hypothe`se
d’e´coulement isotherme ne pourra alors plus eˆtre adopte´e dans ces conditions.
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